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1. Compare y justifique:

Árboles binarios
Los árboles binarios son estructuras matemáticas que organizan un conjunto de elementos. Supondremos en este ejercicio que en un mismo árbol no puede haber elementos repetidos. Cada elemento se almacena en un nodo. Algunos de los nodos pueden estar relacionados, y son estas relaciones las que definen el árbol. Definimos un árbol binario de la manera siguiente:

· El árbol vacío es un árbol binario que no contiene ningún nodo.

· Dados dos árboles binarios  y  y dado un elemento x, se puede formar un tercer árbol binario  enraizando  y  con un nodo que almacene x. Diremos que el nuevo nodo que almacena x es la raíz de ,  es el subárbol izquierdo de , y  el subárbol derecho. Diremos también que la raíz de  es el hijo izquierdo de la raíz de , la raíz de  es el hijo derecho de la raíz de  y, por consiguiente, la raíz de  es el padre de las raíces de ambos subárboles.

Árbol Binario de Búsqueda
El árbol es una estructura muy usada en todos los ámbitos de la informática ya que se adapta a la representación natural de informaciones homogéneas organizadas y de una gran comodidad y rapidez de manipulación. Las estructuras tipo árbol se usan para representar datos con una relación jerárquica entre sus elementos, como son árboles genealógicos, tablas, etc.

Un árbol se define como un conjunto finito de uno o más nodos relacionados de la siguiente forma:

• Hay un nodo especial llamado raíz del árbol, que proporciona un punto de entrada a la estructura.

• Los nodos restantes se subdividen en m>=0 conjuntos, cada uno de los cuales es a su vez un árbol. Estos árboles se llaman subárboles de la raíz.


Un árbol binario puede ser representado fácilmente eligiendo las estructuras de datos adecuadas. La representación dinámica de un árbol binario utiliza variables punteros y asignación dinámica de espacios de memoria.

Cada nodo del árbol contiene al menos los siguientes campos:

• Campo de datos que almacena el tipo de datos.

• Puntero al subárbol izquierdo.

• Puntero al subárbol derecho.

Se llama recorrido de un árbol binario al proceso que permite acceder una sola vez a cada uno de los nodos del árbol. Cuando un árbol se recorre, el conjunto completo de nodos se examina. Los algoritmos de recorrido de un árbol son los siguientes:

• PreOrden

• InOrden

• PostOrden

Los árboles binarios de búsqueda se pueden definir como: un árbol binario en el que el subárbol izquierdo de cualquier nodo (si no está vacío) contiene valores menores que el que contiene dicho nodo, y el subárbol derecho (si no está vacío) contiene valores mayores.

Árbol AVL 

Denominamos árbol AVL a aquél árbol binario de búsqueda que o es vacío, o ambos hijos son también AVL y la diferencia entre sus alturas es menor o igual que 1.

Los árboles binarios de búsqueda tal y como los hemos visto, adolecen del problema de que en el peor de los casos pueden tender parcialmente hacia el árbol degenerado, de manera que la búsqueda de un elemento cualquiera puede tardar mas. Este problema queda solucionado con los árboles AVL, o balanceados en altura, estos árboles aseguran una serie de propiedades que permiten que la búsqueda de cualquier elemento quede acotada por una complejidad de orden menor. Las aplicaciones de estos árboles son las mismas que las de un ABB. 


El secreto de conseguir un factor de balance que se mantenga entre los límites establecidos (menor o igual a uno), se encuentra tanto en el proceso de inserción como de eliminación. De fundamental importancia serán las rotaciones a derecha y a izquierda. 

Supongamos ahora que se hace una inserción o una eliminación según el método tradicional del ArbolBB. Nuestra tarea posterior será analizar si se ha producido un desbalanceo, y si es así, entonces poner remedio al asunto para volver a alcanzarlo, de manera que el árbol resultante siga siendo binario de búsqueda, o sea, mediante rotaciones.

Tras efectuar una de estas operaciones pueden ocurrir diversos casos:

1) No se ha producido desbalanceo, es decir, a partir de todo nodo, la diferencia de alturas entre sus hijos es menor o igual que 1. En este caso no haremos nada. El árbol sigue siendo AVL.

2) Existe algún nodo que se ha desbalanceado. Una regla importante es actuar sobre el primer nodo que incumpla el factor de balance 1, empezando desde abajo hacia arriba, o sea, desde las hojas hacia la raíz. 

Rotación derecha sobre el nodo r.

Vamos a ver el significado gráfico de las operaciones Rotar_Izq y Rotar_Dch, de

cuya existencia el usuario no tendrá conocimiento: serán auxiliares. Una de tales

rotaciones se produce siempre sobre un nodo determinado; la figura ilustra el resultado de efectuar una rotación a la derecha sobre el nodo que se halla sombreado. Una rotación a la derecha sobre un nodo r, con hijos i y d, consiste en

sustituir r por Raíz(i), como hijo izquierdo colocamos a Hijo_izq(i), y como hijo derecho construimos un nuevo árbol que tendrá a r como raíz, y a Hijo_dch(i) y a d como hijos izquierdo y derecho respectivamente. Un hecho muy importante de estas rotaciones, es que mantiene la ordenación del árbol, o sea, si el árbol original era ArbolBB, el resultado también lo seguirá siendo.

Árbol B-Tree

Los árboles-B son árboles de búsqueda de m ramas, y cada nodo puede almacenar un máximo de m-1 claves.

Las características que debe cumplir un árbol-B son:

-  Un parámetro muy importante en los árboles-B es el ORDEN (m). El orden de un 

  árbol-B es el número máximo de ramas que pueden partir de un nodo. Si n es el  

  número de ramas que parten de un nodo de un árbol-b, el nodo contendrá n-1    

  claves. 

-  El árbol está ordenado. 

-  Todos los nodos terminales, (nodos hoja), están en el mismo nivel. 

-  Todos los nodos intermedios, excepto el raiz, deben tener entre m/2 y m ramas       

    no nulas. 

-  El máximo número de claves por nodo es m-1. 

-  El mínimo número de claves por nodo es (m/2)-1. 

-  La profundidad (h) es el número máximo de consultas para encontrar una clave. 

Existen varios criterios para dimensionar el ORDEN de un árbol-B. Normalmente se intenta limitar la profundidad del árbol, de modo que el número máximo de consultas sea pequeño. Cuanto mayor sea el ORDEN, menor será la profundidad.
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Huffman:

Este algoritmo quizás sea el método de compresión más antiguo. Su inventor fue David Huffman, el cual lo publicó en 1951. Dado un alfabeto, ASCII por ejemplo, se asigna a cada símbolo de ese alfabeto un conjunto de 0's y 1's que serán su palabra código. La longitud de esa palabra código viene determinada por la siguiente premisa, básica en este algoritmo: La longitud de la palabra código de un símbolo es inversamente proporcional a su frecuencia de aparición en el texto a comprimir. Lógicamente, en vez de asignar 8 bits a cada símbolo, caso del alfabeto ASCII, asignaremos a los símbolos que aparecen mucho una palabra código corta, y una larga a los que aparezcan poco, con lo cual estaremos comprimiendo. La asignación de palabras código a los símbolos se hace por medio de los árboles Huffman. Para ello, necesitamos conocer de antemano la frecuencia de aparición de cada símbolo. Ello nos obliga a dar una primera pasada por el texto a codificar para conocerla. Esta inconveniencia se elimina mediante el uso del algoritmo Huffman Adaptativo. Los árboles Huffman proporcionan unas palabras código que cumplen los requisistos de los códigos bloque no singulares, unívocos e instantáneos, que garantizan que no se necesita separadores entre palabras código y que la decodificación de un símbolo no depende del símbolo siguiente. - Huffman adaptativo. Es una modificación del Huffman puro propuesta por Faller y Gallager, y es similar en cuanto a la asignación de palabras código de longitud dependiente de la frecuencia de aparición. Puesto que ésta no se conoce de antemano, se usa un algoritmo que usa la frecuencia conocida hasta ese momento, y que es bastante complejo. - Aritmético. Se usa en el estándar JBIG, y se basa en la existencia de infinitos números reales en el intervalo [0,1). Consiste en asignar a cada secuencia de símbolos un número real perteneciente al intervalo [0,1). En la práctica, para un ordenador, hay finitos números reales en el intervalo [0,1), con lo que hay que usar unas técnicas de reescalado para conseguir que no se agote ese intervalo y no podamos seguir comprimiendo. Su uso está recomendado para los casos en los que la frecuencia de aparición de los símbolos está muy distante, situación en la que el método Huffman no trabaja bién. - LZ77. Tuvo sus orígenes en 1977, cuando Abraham Lempel y Jacob Ziv (LZ) publicaron un artículo describiendo una técnica nueva: uso de un diccionario para comprimir. Estos mismo autores publicaron otro artículo en 1978, describiendo un perfeccionamiento del algoritmo LZ77, llamado en este caso LZ78, y que ha dado lugar a un algoritmo muy popular: LZW, modificación del LZ78 propuesta por Terry Welch. El conjunto de estos algoritmos y sus modificaciones constituyen las técnicas de diccionario. El algoritmo LZ77 consiste en usar una ventana dividida en dos mitades, que no tienen porqué ser del mismo tamaño. Tipicamente, ambas son de tamaño potencia de 2, siendo la primera mucho mayor que la segunda( por ejemplo, 8192 frente a 32). El algoritmo para comprimir busca ocurrencias de la segunda mitad de la ventana en la primera, y en vez de codificar la ocurrencia entera, almacena solamente el desplazamiento dentro de la primera mitad y la longitud de esa ocurrencia. En caso de que la segunda mitad no se encuentre dentro de la primera, se almacena una secuencia de símbolos sin comprimir, se desplaza la ventana, y se sigue el proceso. Para que el descompresor pueda distinguir cuando está leyendo una secuencia de símbolos sin comprimir ó un desplazamiento más una longitud, se les antepone un bit que hace las veces de separador: - Para codificar un símbolo de la segunda mitad que no aparece en la primera, se le antepone un bit a 0 antes del símbolo. Por lo tanto, el número de bits que se gasta en este proceso es fijo y conocido: 1+8 = 9, puesto que los símbolos ASCII usan 8 bits, esto es, 1 byte. - Para codificar una ocurrencia de la segunda mitad en la primera se antepone un bit a 1, con lo que almacenamos 1+desplazamiento+longitud. Los bits que se usan para codificar el desplazamiento dependen del tamaño de la primera mitad, y los de la longitud del de la segunda mitad. En el ejemplo anterior los tamaños eran 8192 y 32, entonces, se usarían 13 bits para el desplazamiento y 5 para la longitud, puesto que 2^13=8192 y 2^5=32. LZ77 optimizando el campo longitud de coincidencia. Se basa en el algoritmo anteriormente expuesto, y contempla una optimización del campo longitud de coincidencia. En el ejemplo del metodo LZ77 puro, se obtenía que se debian usar 5 bits para codificar la longitud de la coincidencia de la segunda mitad de la ventana en la primera. Esto puede llegar a ser altamente ineficiente si las longitudes que aparecen en el texto a compirmir son bastante más bajas que el tamaño de la segunda mitad de la ventana. En el ejemplo, usaríamos 5 bits para almacenar longitudes del orden de 2 bits por ejemplo. La modificación propuesta por mí es la siguiente: Se insertará un bit antes de almacenar el campo longitud que indicará si se almacena con los bits correspondientes al tamaño de la segunda mitad( 5 en el ejemplo) ó con un número de bits menor que puede fijar el usuario, y que puede ser modificado en tiempo de ejecución. Es decir, en vez de codificar como 1+desplazamiento+longitud, codificaríamos como: 1+desplazamiento+0+longitud, si longitud es mayor de un umbral, y 1+desplazamiento+1+longitud, si longitud es menor de ese umbral. El umbral citado antes no es más que 2^número de bits de optimización. Si usásemos por ejemplo 2 bits de optimización, para una coincidencia de longitud 3, se gastarían 1+13+1+2=17 bits, mientras que con el método LZ77 puro gastaríamos 1+13+5=19 bits.Puede parecer poco el ahorro, pero el secreto de esta optimización reside en la posibilidad de adaptar el número de bits de optimización al número que minimize la función de gasto. En un fichero de texto, por ejemplo, el ratio de compresión tipicamente suele estar en torno al 60% - 70%, usando el método LZ77 puro. Si se usa la optimización propuesta por mí, éste se rebaja en torno al 35% - 45%, compresión muy cercana al 25% del algoritmo ZIP, descrito más adelante, y teniendo en cuenta que los ficheros son de texto. Algoritmo ZIP. Es la modificación del método LZ77 que más se usa en estos momentos. Usa como base el método LZ77 puro, pero codifica una coincidencia usando el método Huffman puro. Con ello consigue una mayor potencia de compresión, que en muchos casos supera levemente a la del archiconocido algoritmo LZW. La implementación ZIP propuesta por el GNU fija el tamaño de la primera mitad de la ventana a 32768( 2^15), y el tamaño de la segunda a 258, usando algunas longitudes como códigos de escape para notificar al descompresor. Usa un arbol de Huffman para codificar el campo desplazamiento y otro diferente para el campo longitud. La compresión se lleva a cabo por bloques de 65536 bytes, con lo que al final de cada bloque se conocen las frecuencias de aparición de los símbolos a codificar, pudiéndose usar el método Huffman puro y no ser necesario usar el Adaptativo, que es bastante más complejo
2. Plantee los typedef de las estructuras C o C++ que Ud. Considere pueden soportar los nodos de los árboles:

· Binario de búsqueda:

Métodos utilizados en la implementación del Árbol Binario de Búsqueda

-  void Insertar(const int dat);  

-  void Borrar(const int dat); 

-  bool Vacio(Nodo *r) { return r==NULL; } 

-  bool EsHoja(Nodo *r) { return !r->derecho && !r->izquierdo; }                

-  const int NumeroNodos();

-  const int AlturaArbol();

-  int Altura(const int dat); 

-  int &ValorActual() { return actual->dato; }

-  void Raiz() { actual = raiz; } 

-  void InOrden(void (*func)(int&) , Nodo *nodo=NULL, bool r=true); 
-  void PreOrden(void (*func)(int&) , Nodo *nodo=NULL, bool r=true); 

-  void PostOrden(void (*func)(int&) , Nodo *nodo=NULL, bool r=true);

-  void Podar(Nodo* &);

-  void auxContador(Nodo*);

-  void auxAltura(Nodo*, int);

Estructura de datos utilizada para el manejo del Árbol Binario de Búsqueda

class Nodo {

 public:


  // Constructor:


  Nodo(const int dat, Nodo *izq=NULL, Nodo *der=NULL) :



dato(dat), izquierdo(izq), derecho(der) {}


  // Miembros:


  int dato;


  Nodo *izquierdo;


  Nodo *derecho;
};
La  estructura utilizada contiene una variable de tipo entero, en la cual se va a almacenar el dato que se quiere guardar en cada nodo. Luego se presentan dos variables de tipo Nodo, llamadas izquierdo y derecho, estas variables se utilizan para realizar los enlaces entre los nodos, en el izquierdo se colocara la rama izquierda y en el derecho la rama derecha. 

· AVL:

Métodos utilizados en la implementación del Árbol AVL 

-  void Insertar(const int dat);

-  void Borrar(const int dat);

-  bool Vacio(Nodo *r) { return r==NULL; }

-  bool EsHoja(Nodo *r) { return !r->derecho && !r->izquierdo; }

-  const int NumeroNodos();

-  const int AlturaArbol();

-  int Altura(const int dat);

-  int &ValorActual() { return actual->dato; }

-  void Raiz() { actual = raiz; }

-  void InOrden(void (*func)(int&) , Nodo *nodo=NULL, bool r=true);

-  void PreOrden(void (*func)(int&) , Nodo *nodo=NULL, bool r=true);

-  void PostOrden(void (*func)(int&) , Nodo *nodo=NULL, bool r=true);

-  void Equilibrar(Nodo *nodo, int, bool);

-  void RSI(Nodo* nodo);

-  void RSD(Nodo* nodo);

-  void RDI(Nodo* nodo);

-  void RDD(Nodo* nodo);

-  void Podar(Nodo* &);

-  void auxContador(Nodo*);

-  void auxAltura(Nodo*, int);
Estructura de datos utilizada para el Árbol AVL 

class Nodo {

  public:

   // Constructor:

   Nodo(const int dat, Nodo *pad=NULL, Nodo *izq=NULL, Nodo *der=NULL) :

     dato(dat), padre(pad), izquierdo(izq), derecho(der), FE(0) {}

   // Miembros:

   int dato;

   int FE;

   Nodo *izquierdo;

   Nodo *derecho;

   Nodo *padre;

   friend class AVL;

}; 

La  estructura utilizada contiene una variable de tipo entero, en la cual se va a almacenar el dato que se quiere guardar en cada nodo. Luego se presentan tres variables de tipo Nodo, llamadas izquierdo, derecho y padre, estas variables se utilizan para realizar los enlaces entre los nodos, en el izquierdo se colocara la rama izquierda, en el derecho la rama derecha y en el padre se coloca el enlace con el nodo que apunta al nodo actual (o sea el enlace con el padre). También se presenta una variable de tipo entero llamada FE, esta se utiliza para llevar el conteo del equilibrio del árbol, en el momento en que FE sea -2 o 2 se tiene que realizar una rotación a la derecha o a la izquierda respectivamente.  

· BTree:

Métodos utilizados en la implementación del Árbol B-Tree 

-  long Buscar(int clave);

-  bool Insertar(stclave clave);

-  void Borrar(int clave);

-  void Mostrar();

-  void Inserta(stclave clave, pbnodo nodo, pbnodo hijo1, pbnodo hijo2);

-  void BorrarClave(pbnodo nodo, int valor);

-  void BorrarNodo(pbnodo nodo);

-  void PasarClaveDerecha(pbnodo derecha, pbnodo padre, pbnodo nodo, int 
  posClavePadre);

-  void PasarClaveIzquierda(pbnodo izquierda, pbnodo padre, pbnodo nodo, int 
 


              posClavePadre);

-  void FundirNodo(pbnodo izquierda, pbnodo &padre, pbnodo derecha, int 
         posClavePadre);

-  void Ver(pbnodo nodo);

Estructura de datos utilizada para el Árbol B-Tree 

class bnodo {

  public:

   bnodo(int nClaves); // Constructor

   ~bnodo();           // Destructor

  private:

   int clavesUsadas;   // Claves usadas en el nodo

   stclave *clave;     // Array de claves del nodo

   bnodo **puntero;    // Array de punteros a bnodo

   bnodo *padre;       // Puntero a nodo padre

  friend class btree;

};

La  estructura utilizada contiene una variable de tipo entero, en la cual se va a almacenar el número de las claves que han sido usadas en el nodo (para el arbol utilizado el numero de claves máximo por nodo es de 5). también se presenta un arreglo de variables tipo stclave, este tipo de dato almacena un entero, que en esencia es el valor de la clave, dicho arreglo contiene el número de claves máximo que puede tomar el nodo. 

Se presenta un arreglo de variable tipo bnodo, dicho arreglo tiene un tamaño de 7 campos, y lo que se almacena en cada campo es un enlace que corresponde a cada hijo de cada una de las claves del nodo. 

Y también presenta una variable de tipo bnodo, esta variable almacena el enlace con el padre del nodo actual.   

· Huffman

class Huffman {

public:

typedef BufferBits::Byte Byte;

Huffman(const vector<double> & frecs);

Huffman(BufferBits & codigo);

~Huffman();

bool EstaVacio() const { return(raiz == 0); }

BufferBits & Codifica(Byte item, BufferBits & codigo) const;

Byte Descodifica(BufferBits & codigo) const;

BufferBits & CodificaArbol(BufferBits & codigo) const;

private:

struct Nodo {

Byte elem;

double frec;

Nodo *hizq, *hder, *padre;

Nodo(Byte e, double f, Nodo *hi=0, Nodo *hd=0, Nodo *p=0)

{ elem = e; frec = f; hizq = hi; hder = hd; padre = p; }

};

typedef Nodo *

Enlace;

Enlace raiz;

vector<Enlace> hojas;

void Vaciar(Enlace p);

Huffman(const Huffman & der);

Huffman & operator=(const Huffman & der);

};

3. Inserte las siguientes secuencias de Elementos en los árboles:

a. AVL: 65, 50, 23, 70, 82, 68, 39
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b. AVL: 43 58 75 86 65 70 67 73 93 69 25 66 68 47 62 10 60

c. BTREE m=5
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Eliminando 10 48 51 25
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m = 3
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Eliminado 10 48 51 25
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d. BTREE

m = 5
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Eliminado 10 58 53
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m = 3
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Eliminado 10 58 53
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4. Regenere el árbol correspondiente a partir de los siguientes recorridos:

a. Binario Normal:

i. Preorden ABDECFG

j. Inorden DBEAFCG

k. Posorden DEBFGCA

[image: image11.png]



b. Binario de búsqueda

i. Preorden 120 87 43 22 65 56 99 93 140 130 135

j. Inorden 22 43 56 65 87 93 99 120 130 135 140 
k. Posorden 22 56 65 43 93 99 87 135 130 140 120
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c.  Binario de búsqueda

l. Preorden 95 80 72 60 82 81 84 100 110

m. Inorden 60 72 80 81 82 84 95 100 105 110

n. PosOrden 60 72 81 84 82 80 105 110 100 95
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