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Ejercicios sobre algoritmos recursivos

Ejercicio 1 (La potencia entera reconsiderada) Aplicando la misma idea vista en clase
para la division entera con coste logaritmico, se puede llegar al siguiente programa
para calcular la potencia n-ésima de un nimero:

fun potencia(a : entero;n : natural) dev (p : entero) =
caso n=0—1
O n >0 — sea p’ = potencia(a,n div2) en
caso par(n) — p/ xp'
O —par(n) — axp' «p'
fcaso
fcaso
ffun

Llevar a cabo la verificacién formal y el estudio del coste de este programa.

Ejercicio 2 Llevar a cabo la verificacién formal y el estudio del coste de la versién recur-
siva no final del producto escalar iprodesc visto en clase:

fun iprodesc(a, b : vect; j,n : entero) dev (p : entero) =
caso j=n+1—-0
O j<n+1—alj]*bj] + iprodesc(a,b,j+ 1,n)
fcaso
ffun

Ejercicio 3 Llevar a cabo la verificacién formal y el estudio del coste de la version recur-
siva no final de la raiz cuadrada entera iraiz; vista en clase:

fun iraizi(n,a : entero) dev (r : entero) =
caso a’>n—0
O a? <n—sea 7' =iraiz;(n,2*a) en
caso n < (' +a)’ — '
O n>0"+a)?—1+a
fcaso
fcaso
ffun

Ejercicio 4 Llevar a cabo la verificacién formal y el estudio del coste de la versiéon recur-
siva final de la raiz cuadrada entera iraizy vista en clase:

fun iraize(n,a : entero) dev (r : entero) =
caso (a+1)?>n—a
O (a+1)* <n—iraiz(n,a+1)



fcaso
ffun

Ejercicio 5 Definimos la sucesién de nimeros naturales

fobo(z,y) = =
fObl(x7 y) =Y
fob,(x,y) = foby_2(x,y)+ foby_1(x,y), n > 2.

Demostrar la correccién de la siguiente funcién recursiva:

{cierto}
fun gfob(n,z,y : nat) dev r,s: nat
cason =0 — (z,y)
0 n>0— gfob(n—1,y,2+y)
fcaso
ffun

{T = fObn(xv y)7 s = fObn+1(.’L', y)}

Ejercicio 6 Disenar una funcién recursiva para calcular multiplicaciones segin el siguien-
te método conocido como del campesino egipcio:

0 y=0
R y=1
mult(z, y) = mult(2 * z,y div 2) y>2, ymod2=0

mult(2xx,ydiv2)+2z y>2 ymod2=1
Demostrar su correccién y calcular su coste.

Ejercicio 7 Realizar una inmersion final de raiz, escogiendo en R(n,a) = a?> <nAn <
(a +1)° la segunda conjuncién como precondicién y la primera como condicién B.
Realizar el disenio, verificacién y estudio del coste.

Ejercicio 8 Verificar formalmente y estudiar el coste de la versién final de la raiz cuadrada
iraizs vista en clase;

fun iraizs(n,a,b : entero) dev (r : entero) =
caso b=a+1—a
O b#a+1—sea m=(a+0b)div2 en
caso m? <n — iraizz(n,m,b)
O m? > n — iraizs(n,a,m)
fcaso
fcaso
ffun

Ejercicio 9 Realizar las siguientes inmersiones para el producto escalar prodesc visto en
clase. Derivar la precondicién y postcondicién de la funcién inmersora y llevar a
cabo el diseno y verificacién de la misma:

e Una no final, utilizando la sustitucién j = n.



e Una final, expresando R(a,b,n,s) como s = Z?ill_l al€] - b[¢] v sustituyendo
la expresién n + 1 de R(a, b, n,s) por la variable i.

e Una final, sustituyendo esta vez la expresiéon 1 de R(a,b,n,s) por la variable i.

Ejercicio 10 Consideremos la siguiente especificacion de un algoritmo para sumar todos
los elementos de un vector dado:

{0 < n < 1000}
fun suma-vector(v : vect;n : entero) dev s : entero

{s = (s vli)}-

1. Realizar una inmersion no final sustituyendo la constante 1 por una nueva
variable j.

2. Realizar una inmersion final sustituyendo la constante 1 por una nueva variable
7.

3. Realizar otra inmersion final, escribiendo la postcondicién de la forma s =
(ZEZJ{PD v[i]) y sustituyendo la expresién n + 1 por una nueva variable j.

4. Derivar un algoritmo recursivo mailtiple de coste lineal (con respecto a la lon-
gitud del vector) sustituyendo las constantes 1 y n por variables nuevas ¢ y f,
respectivamente.

Ejercicio 11 Aplicar la técnica de desplegado y plegado al siguiente programa, que cal-
cula el cociente y el resto de la divisién entera:

fun divide(a, b : entero) dev (q,r : entero) =
caso a < b—<0,a >
O a>b—sea <,r >=divide(a—0,b) en <q¢ +1,7" >
fcaso
ffun

Ejercicio 12 Realizar un seguimiento manual de las llamadas recursivas desencadenadas
por pot(a,13) y por iipot(a,13,1,1,a) observando las diferencias en la forma de
calcular el resultado, donde pot es el algoritmo recursivo lineal no final que calcula
una potencia con coste logaritmico (en términos del nimero de multiplicaciones)
y iipot es la correspondiente inmersién final obtenida por desplegado y plegado.
Comparar las llamadas desencadenadas en el segundo caso con las transformaciones
realizadas en la ejecucion de la version iterativa.

Ejercicio 13 Aplicar la técnica de desplegado y plegado al programa iprodesc visto en
clase (y mostrado en el ejercicio 2) para calcular el producto escalar desde j hasta
n.

Ejercicio 14 Realizar una inmersién, desplegado y plegado para obtener una version
recursiva lineal final del algoritmo que calcula el factorial de un nimero natural n.
Realizar un seguimiento manual de las llamadas recursivas desencadenadas en ambos
casos sobre el nimero 6. Pasar a iterativa la versién recursiva lineal final.

Ejercicio 15 1. Pasar a iterativo el algoritmo recursivo lineal final de bisqueda binaria.



2. Pasar a iterativos el algoritmo recursivos lineal no final de la divisién entera del
ejercicio 11.

Ejercicio 16 El n-ésimo numero de Fibonacci se define segin la siguiente definicién re-
cursiva:

0 n=20
fib(n) =¢ 1 n=1
fib(n — 1) +fib(n —2) n>2.

Demostrar que el coste del algoritmo recursivo multiple que resulta de esta definicién
estd en Q(2/2) N O(2") (suponiendo que las operaciones aritméticas son bésicas),
es decir, que este algoritmo tiene coste exponencial. Realizar una inmersién por
eficiencia que dé lugar a un algoritmo recursivo lineal de coste también lineal.

Ejercicio 17 Dados 1 < b < 10 y a > 0, disenar una funcién recursiva que devuelva un
numero natural x tal que su expresion decimal coincida con la representacion de a
en base b; por ejemplo, para b = 3 y a = 14, la funcién ha de devolver x = 112.

Ejercicio 18 Una entidad bancaria proporciona un nimero de identificacién personal (un
entero positivo) a cada uno de sus usuarios. El usuario de una tarjeta debe teclear su
nuimero de identificacién para poder utilizarla. Los terminales de la entidad traducen
dicho nimero a una forma cifrada (también un entero positivo). Si ésta coincide con
la forma cifrada grabada en la tarjeta, el usuario podra utilizarla para llevar a cabo
las operaciones deseadas.

Un numero de identificaciéon cuya representacion decimal sea dy ds...d, (donde n
es el nimero de cifras y cada cifra d; es un valor numérico comprendido entre 0 y 9;
por ejemplo para 2145, n =4y dy = 2,ds = 1,d3 = 4,d4 = 5) se transforma en su
correspondiente clave de la siguiente manera:

e Sin=11aclave es dy * 7.

e Sin > 1 laclave es (d, mod 3) + dy, % ¢ siendo ¢ la clave de d; dy ... dp—1.
Se pide:
(a) Escribe una funcién recursiva que transforme un nimero de identificacién dado

en su clave. (No hace falta especificarla.)

(b) Aplica la técnica de plegado-desplegado para obtener una versién recursiva final
de la funcién del apartado anterior. Detalla cuidadosamente cada uno de los
pasos.

(c) Transforma la funcién obtenida en el apartado anterior a una versién iterativa
(no hace falta proporcionar el invariante).

Ejercicio 19 A continuacién se muestra la especificacién de una funcién que, dado un
vector a y un entero n, calcula su méaximo:

{1 < n <1000}
fun maximo(a : vect;n : entero) dev (x :entero)

{Va € {1.n}.x > a[a]) A (6 € {l.n}.x = alf])}



Supongamos que disponemos de una funcién max que dados dos enteros cualesquiera,
devuelve el maximo entre ellos.

(a) Llevar a cabo una inmersién no final de maximo para generar una versién
recursiva no final imazimo de la misma.

(b) Verificar formalmente la funcién del apartado anterior.

(c) Llevar a cabo una inmersién final de la funcién maximo para generar una ver-
sién recursiva final éimaximo de la misma (Indicacién: ademds de anadir el
parametro acumulador, debilitar sustituyendo una constante por una nueva
variable 7).

Ejercicio 20 Se desea definir una funcién que calcule, en forma codificada, el niimero de
veces que aparecen las cifras 0 y 1 en un ntimero binario « dado. Si m es el nimero
de veces que aparece la cifra 0 en x y n es el nimero de veces que aparece la cifra 1
en z, entonces la funcién devolvera 2" *x 3™.

(a) Escribe una funcién recursiva no final CeroUno, que tome un nimero natural
x formado exclusivamente por ceros y unos, y devuelva la codificaciéon anterior-
mente descrita.

Por ejemplo, si x = 10100, entonces m = 3, n = 2 y la funciéon devuelve
23 % 3% =72

(b) Aplica la técnica de plegado-desplegado para obtener una versién recursiva final
de la funcién del apartado anterior. Detalla cuidadosamente cada uno de los
pasos.

Ejercicio 21 En todos los apartados de este ejercicio vamos a suponer que un polinomio
con coeficientes enteros p = " ¢;z" se representa como un vector p[0..n] de forma

que p[i] = ¢.
(a) Especificar una funcién que dado un polinomio p en forma de vector y un entero
v, calcule el valor p(v) del polinomio en ese entero.

(b) Derivar un algoritmo recursivo para la especificacién del apartado anterior reali-
zando una inmersion no final que sustituya la constante 0 por una nueva variable
k., teniendo en cuenta que v* = v*~0, de forma que ese cero también ha de ser
generalizado.

(c) Calcular el niimero exacto de multiplicaciones que realiza el algoritmo del apar-
tado anterior, resolviendo la recurrencia apropiada.

(d) Pasar a iterativo el algoritmo recursivo lineal no final del apartado (b).

(e) Aplicar la técnica de plegado-desplegado para obtener una versién recursiva
lineal final del algoritmo del apartado (b).

(f) Calcular el nimero exacto de multiplicaciones que realiza el algoritmo del apar-
tado (e), resolviendo la recurrencia apropiada.

(g) Pasar a iterativo el algoritmo recursivo lineal final del apartado (e).



